
حمید پزشک
دانشگاه تهران 

مقد مه
اگر به لغت نامة »آكســفورد« نگاه كنيــم، كلمة »آمار« را 
به عنوان شــيوه یا علم جمع آوری و تجزیــه  و تحليل داده های 
عددی در مقياس بزرگ تعریف كرده اســت كــه عمدتاً برای 
استنباط در مورد نسبت ها در كل بر اساس نسبت های در جزء 
یا نمونه به كار گرفته می شود. این تعریف درواقع بيان دیدگاهی 
است كه به آن دیدگاه »فراوانی گرا از آمار« می گویند. در این 
دیدگاه كه دیدگاه جزء به كل نيز ناميده می شود، برای شناسایی 
یک جامعه به بخشی از آن توجه می كنند. به این بخش كه طبق 
قاعده ای خاص انتخاب می شــود، »نمونه« می گویند. در مقابل 
ایــن دیدگاه از آمار دیدگاه دیگری وجود دارد كه به آن دیدگاه 
»بیزی« می گویند. این نام گذاری به افتخار توماس بیز )1761ـ 
1701(، دانشمند و فيلسوف انگليسی انجام شده است. قضية بيز 
كه بی تردید یکی از زیباترین قضيه های عالم ریاضی است، اساس 
دیدگاه بيزی را شکل می دهد. در این دیدگاه هم به نحوی از جزء 
برای كل استنباط می شود، فقط با این تفاوت كه از اطلاعات و 
دانش قبل از نمونه گيری اســتفاده می شود. به عبارت دیگر، در 
دیدگاه فراوانی گرا، اساس تصميم گيری دربارة  كل )جامعه( فقط 
اطلاعات به دست آمده از جزء )نمونه( است، اما در دیدگاه بيزی 
فرض بر این است كه شما قبل از نمونه گيری، اطلاعاتی )حتی 
مبهم( از جامعه دارید و سپس نمونه می گيرید. حال با تركيب 

این دو اطلاعات استنباط را در مورد جامعه انجام می دهيد.
هدف این نوشــتة كوتاه كه با الهام از یکی از یادداشت های 
والت هیکی، دبير ارشد نشریة داده ها، نوشته شده است، تجزیه 
 و تحليل یک مســئلة آماری خاص نيست. حتی قصد ندارد به 
لحاظ تاریخی به واقعه ای مرتبط به علم آمار و احتمال بپردازد. 
هدف این اســت كه در شرحی كوتاه بحث كنيم، در دنيای پر 

از پدیده های غيرقطعی اطراف ما، استفاده از علم آمار و احتمال 
چقدر در توجيه پدیده ها توانمند اســت. جالب است كه بدانيد، 
حتی نگاه محدود و غيرفنی به »آمار و احتمال« می تواند به شما 

ایده های جدیدی در مورد تفسير داده ها بدهد.
در این نوشته چند موضوع كلاسيک را كه به نحو غيرمتعارف 
حل شده اند، انتخاب كرده ایم كه كمک می كنند دریابيم، چقدر 
داده ها می توانند گمراه كننده باشند و چگونه وقایع می توانند ما را 

به مسيرهای درست یا اشتباه بفرستند!

1. اطلاع از نمونه های قبلی
الف( در جعبه ای سه مهرة سياه و چهار مهرة سفيد وجود 

دارد. همة مهره ها هم شکل اند و فقط رنگشان فرق می كند.
حالت اول: شــما یک مهــره به تصــادف از جعبه بيرون 

می آورید. چقدر احتمال دارد مهرة انتخاب شده سفيد باشد؟
4 كلاً هفت مهره وجود دارد 

7
پاسخ به نظر سرراست می آید: 

4 درست است. 
7

كه چهارتای آن ها سفيدند. بنابراین احتمال 

حالت دوم: از همان جعبه )با هفت مهره( چهار مهره بيرون 
می آوریم و بدون نگاه كردن به رنگشان، كناری می گذاریم. حال 
مهرة پنجم را بيرون می آوریم. چقدر احتمال دارد مهرة انتخاب 

شده سفيد باشد؟
پاسخ به سرراستی پاسخ قبلی به نظر نمی رسد! ولی باز هم: 
. چرا؟ قبل از اینکه جواب را به نحوی غيرمتعارف توجيه كنيم،  4

به این سؤال هم توجه كنيد:7
حالت سوم: از همان جعبه )با هفت مهره( شش مهره بيرون 
می آوریم و بدون نگاه كردن به رنگشان، كناری می گذاریم. حال 
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مهــرة هفتم را بيرون می آوریم. چقــدر احتمال دارد مهرة 
. 4
7

انتخاب شده سفيد باشد؟ باز هم: 

با اینکه با استفاده از روابط نه خيلی پيچيده نظریة احتمال 
می توان نشان داد پاسخ به سؤال های مطرح شده در حالت های 
4 اســت، ولی این توجيه زیبا و غيرفنی نيز 

7
دوم و ســوم هم 

كمک كننده است: در حالت های دوم و سوم، با توجه با اینکه 
هیچ اطلاعی از رنگ مهره هایی كه قبلاً بیرون آورده شده، 
نداریم، مســئله مانند آن است كه از ابتدا می خواهيم از همان 
جعبه )با هفت مهره( یک مهرة سفيد بيرون بياوریم. احتمال این 

4 است!
7

رویداد 

ب( شما دانش آموز یک كلاس 20 نفری هستيد. روزی معلم 
كيســه ای را به شما نشــان می دهد كه در آن 19 مهرة سياه و 
یک مهرة ســفيد وجود دارد. باز هم همة مهره ها هم شکل اند و 
فقط رنگشان فرق می كند. معلم می گوید صف ببندید و یکی یکی 
بيایيد جلوی ميز من و هر كدام به تصادف یک مهره از كيســه 
بيرون بياورید و بدون برگرداندن مهره به كيســه، نوبت را به نفر 
بعدی در صف بدهيد تا او هم مهره ای بيرون بياورد. هر كس مهرة 
سفيد را بيرون بياورد، جایزه ای نفيس می گيرد. حال به شما اجازه 
داده اند در مکان اول یا هفتم یا بيستم صف بایستيد. كدام مکان 

را انتخاب می كنيد؟ چرا؟
پاسخ: هیچ ارجحیتی بین مکان ها وجود ندارد و همة 
مکان ها هم شــانس هستند. احتمال برنده شــدن برای هر سه 
1 است 

20
1 اســت. برای مکان اول احتمال برنده شدن 

20
مکان 

و برای مکان های هفتم و بيستم، به دليل آنکه هیچ اطلاعی از 
رنگ مهره هایی كه قبلاً بیرون آورده شده اند، نداریم، باز 
1 است! البته یادآوری می كنيم كه با 

20
هم احتمال برنده شدن 

استفاده از روابط سرراست نظریة احتمال می توان این احتمال را 
1 است.

20
برای مکان های هفتم و بيستم به دست آورد و نشان داد 

2. مسئلة مونتی هال
فرض كنيد شما در یک مسابقة تلویزیونی برای بردن جایزة 
اصلی شركت می كنيد. مجری برنامه به شما سه در بسته نشان 
می دهد كه پشــت دوتای آن ها بز است و پشت یکی خودرویی 
گران قيمت. مجری به شــما می گوید: اگر شما دری را انتخاب 
كنيد، او یک در دیگر را كه پشــتش یک بز اســت، باز می كند. 
بعد به شما دو انتخاب می دهد: یا همچنان روی دری كه انتخاب 
كرده اید، پافشاری كنيد، یا انتخابتان را تغيير دهيد و در دیگری 
را كه مجری باز نکرده است، انتخاب كنيد. آیا روی انتخابی كه 
كرده اید پافشاری می كنيد؟ به عبارت دیگر، آیا فرقی می كند كه 

انتخابتان را عوض كنيد؟

پاسخ: به نظر می رسد این مسئله هم مثل مسئلة قبل است. 
1 است و حال 

3
ابتدا كه هر ســه در بسته اند، شانس برد خودرو 

1 شده است و فرقی 
2

كه مجری یک در را باز كرده، احتمال برد 
نمی كند شما انتخابتان را عوض كنيد یا خير.  اما با كمی استدلال 
ساده درمی یابيد: به نفع شماست انتخابتان را عوض كنید، 
زیرا احتمال برنده شدن بعد از آنکه مجری یک در را باز 

2 است! 
3

1 نیست بلکه 
2

كند 
فرض كنید شــما ابتدا در شمارة 1 را انتخاب كردید. 
به حالت های جدول 1 توجه كنيد تا متوجه شــوید، بعد از آنکه 
مجری یک در را كه پشتش بز بود، باز كرد، به نفع شماست كه 

انتخابتان را عوض كنيد.

جدول 1. حالت های متفاوت در مسئلة هال
انتخاب  اگــر  نتيجه، 

اولتان را عوض كنيد
انتخاب  اگــر  نتيجه، 
اولتان را عوض نکنيد

در شمارة 3 در شمارة 2 در شمارة 1

بز خودرو بز بز خودرو

خودرو بز بز خودرو بز

خودرو بز خودرو بز بز

1 2

همان طــور كه در جدول بالا می بينيــد، برای این حالت 
خاص كه شما ابتدا در شمارة 1 را انتخاب كرده بودید، با عوض 
كردن انتخابتان بعد از آنکه مجری در دیگری را باز می كند، در 
1 اوقات بازنده می شوید! 

3
2 اوقات خودرو را می برید و فقط در 

3
تفاوت مسئلة مونتی هال با مسئلة قبلی در چيست؟

تصویر 1. پشت كدام در خودرو وجود دارد؟

پاسخ: در مسئلة قبلی نکتة كليدی در این بود كه اطلاعی از 
مرحله های قبلی نمونه گيری نداشتيم و همه چيز بر حسب تصادف 
رخ می داد. ولی در مسئلة مونتی هال، مجری مطلعی وجود دارد 

كه مطمئن است، پشت دری را كه باز می كند، بز هست.

3. پارادكس روز تولد
فرض كنيد شما رئيس اداره ای با 23 كارمند هستيد. چقدر 
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احتمال دارد حداقل دو نفر از كارمندانتان دارای روز تولد مشترك 
باشــند )یا در یک روز از سال به دنيا آمده باشند(؟ فرض كنيد 

سال 365 روز دارد.
پاسخ: با توجه به اینکه سال 365 روز دارد، به نظر می رسد 
كه خيلی محتمل نباشــد كه دو نفر یا بيشتر از دو نفر روز تولد 
مشترك داشته باشند ولی این طور نيست. این احتمال بيش از 

50 درصد است!
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تصویر 3. از كدام قسمت از هواپیما باید بیشتر محافظت شود؟

تصویر 2. پارادكس روز تولد

واضح است اگر 366 نفر در اداره كار می كردند، با احتمال 1 
حداقل دو نفر روز تولد مشترك داشتند.

اجازه دهيد پيشامد A را تعریف كنيم: پيشامد آنکه حداقل 
دو نفر در یک روز به دنيا آمده باشند و  AC را پيشامد متمم آن 
در نظر بگيریم، با استفاده از رابطة زیر می توانيم احتمال پيشامد 

A را بيابيم:
cP(A) P(A )= −1

cP(A آسان تر است. شما دو نفر را در اداره انتخاب  ) محاسبة
كنيد. احتمال آنکه نفر دوم روز تولدی متفاوت از نفر اول داشته 
364 است. احتمال آنکه نفر سوم روز تولدی متفاوت از 

365
باشــد، 

363 است. اگر همين طور در اداره 
365

نفر اول و دوم داشــته باشد، 
را برای 23 نفر به صورت زیر بيابيم: cP(A ) جلو برویم، می توانيم

cP(A ) /= × × × ×…× =
365 364 363 362 343 0 4927
365 365 365 365 365

لذا در اداره ای با 23 كارمند، احتمال آنکه هيچ دونفری روز 
تولد مشــترك نداشته باشند، 0/4927 است. پس احتمال آنکه 
حداقل دو نفر در یک روز از سال به دنيا آمده باشند، برابر است 

با: 0/5073=1-0/4927.
جالب اســت بدانيد، اگر 57 نفر در اداره كار كنند، احتمال 
آنکه حداقل دو نفرشان روز تولد مشترك داشته باشند )یا در یک 
روز از ســال به دنيا آمده باشند(، بيش از 0/99 است! نمودار 1 

P(A) را به عنوان تابعی از تعداد كارمندان نشان می دهد.

4. توصیة آبراهام والد
در طــول جنگ جهانی دوم به آبراهام والــد مأموریت داده 

نمــودار 1. احتمال آنکه حداقل دو نفر در یک روز به دنیا آمده باشــند، 
به عنوان تابعی از تعداد افراد داخل یک گروه.

شد در مورد هواپيماهای صدمه دیده ای كه از پرواز بر فراز آلمان 
برگشته بودند، تحقيق كند. او باید آسيب های هواپيماها را بررسی 
می كرد تا مشاوره دهد از كدام قسمت ها باید بيشتر محافظت شود.

آبراهــام درمی یابد، بدنة هواپيما و سيســتم ســوخت از 
قسمت هایی هستند كه احتمال بيشتری دارد توسط گلوله ها یا 
تركش ها آسيب ببينند تا موتورهایشان. حال او باید به مقامات 

بالاترش چه پيشنهادی بدهد؟

پاسخ: محافظت های بيشتر را به قسمت های آسيب ندیده 
معطوف كنيد. بله درســت متوجه شدید، آبراهام والد كه در آن 
زمان عضو گروه پژوهش های آماری بود، پيشنهادی غيرمتعارف 
كرد كه حاصلش نجات جــان تعداد قابل توجهی از خلبان ها و 

هواپيماها شد.
بر اساس مشاهدات و آسيب های هواپيماهای بازگشته به 
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پایگاه، محافظ ها را برای قسمت هایی از هواپيما كه بيشترین 
آســيب را دیده اند، قرار ندهيد! در حقيقت این قسمت ها آن قدر 
مقاوم بوده اند كه آسيب را تحمل كنند. اگر یک قسمت اساسی 
یک هواپيمای برگشــته به پایگاه  ـ مثلاً موتورش ـ بدون آسيب 
مانده، بدان معنی اســت كه به احتمال زیــاد هواپيماهایی كه 

موتورشان آسيب  دیده اند، اصلاً نتوانسته اند برگردند.
توصية والد برای این موضــوع نه تنها یک مدرك تاریخی 
آماری قابل توجه به شــمار می رود، بلکه مقدمه ای بر اســتفادة 
بيشتر از آمار در طول جنگ جهانی می شود كه جهان را به سوی 

پيدایش حوزة علمی »تحقيق در عمليات« پيش می برد.

5. برآورد
فرض كنيد سکه ای در دســت دارید كه روی یک وجهش 
عدد 0 و روی وجه دیگرش عدد 1 حک شده است. قرار است در 
پرتاب های متوالی از این سکه، هرگاه وجه 1 مشاهده شد، 100 
تومان بگيرید و اگر عدد 0 مشــاهده شد، 100 تومان بپردازید. 
قبل از بازی به شما اجازه می دهند كه شانس مشاهدة وجه ها را 
برای خودتان برآورد كنيد تا تصميم بگيرید، آیا در بازی شركت 
می كنيد یا نه؟ چه ایده ای برای برآورد شانس مشاهدة 1 دارید؟

پاسخ: سکه را بــه تعداد دفعات نســبتاً زیادـ مثلاً 40 بارـ 
پرتاب می كنيم و تعداد دفعاتی كه عدد 1 را مشاهده كردیم به 
تعداد كل پرتاب ها )40 بار( تقسيم می كنيم. پاسخ قانع كننده ای 
است. این كار برآورد مناسبی از شانس مشاهدة عدد 1 می دهد. 
جالب اســت بدانيد، نظریة ریاضی قوی از این ایده پشــتيبانی 
می كند. این نحوه برآورد كه با اســتفاده از آزمایش های مستقل 
از هم به دست می آید، درواقع اساس »روش آماری فراوانی گرا« 
برای برآورد یک پارامتر ناشــناخته اســت كه به آن نام »برآورد 
ماكزیمم« درســت نمایی می گویند. مثلاً اگر در این 40 پرتاب 
18 بار عدد یک مشاهده شده باشد، برآورد مورد نظر برابراست:

. جالب است بدانيد در این نظریة فراوانی گرا، نمونة  /=
18 0 45
40

نسبتاً زیاد غالباً به نمونه های بزرگ تر یا مساوی 30 گفته می شود.
حال فرض كنيد دوست شــما قبل از پرتاب های شما این 
ســکه را 50 بار پرتاب كرده و 28 بار عدد 1 را مشــاهده كرده 
است. او این موضوع را به شما می گوید. آیا اطلاعی كه او می دهد، 

18 تأثير خواهد گذاشت؟ پاسخ این سؤال 
40

روی برآورد شما، یعنی
مثبت است. به كمک این مثال ساده به روش دیگر برآورد به نام 
»برآورد بيزی«، اشــاره می كنيم. در آمار بيزی، هم به نتایج به 
(، و هم به اطلاعاتی كه خارج از نمونه  18

40
دست آمده از نمونه )

در دسترس است، توجه می كنيم. در مثال ما، یک برآورد بيزی 
. ( ) /
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برای شانس مشاهدة عدد 1 عبارت است از 

همان طور كه در ابتدای این نوشته اشاره شد، صورت ساده ای 
كه می توان از روش آمار بيزی بيان كرد، این گونه اســت: »شما 
در مــورد پدیــده ای یک باور دارید كه غالباً بــه آن باور قبلی 
می گویند. حال اطلاعات جدیدی به دستتان می رسد )یا نمونه 
می گيرید(. واضح است با نوری كه اطلاعات جدید می تاباند، باور 
قبلی تغيير می كند و باور جدید یا باور بعدی حاصل می شود«. 
زیبایی آناليزی كه توماس بيز معرفی كرد، در این است كه چگونه 
اطلاعات قبلی را با نمونه ای كه خودمان می گيریم، تركيب كنيم 
تا اطلاعات به روز شــده را به دست آوریم. در مثال پرتاب سکه، 
ما این تركيب را با جمع زدن تعداد یک های مشــاهده شده در 
پرتاب های دوســتتان و پرتاب های خودتان و تقسيمش بر كل 
پرتاب ها انجام دادیم. اما بحث در موارد كلی تر پيچيده تر از مثال 

مطرح شده است.

6. سخن آخر
سؤال بااهميتی كه به ذهن می رسد این است كه: »چرا علم 
آمار این قدر با احتمال عجين شــده است؟« پاسخ به این سؤال 
دشــوار نيست. به عبارت دیگر، واضح است زمانی كه می خواهيم 
با اســتفاده از یکی از روش های فراوانی گرا یا بيزی دربارة جامعه 
استنباط كنيم و دیدی از جامعه به دست آوریم كه این دید برای 
قدم های بعدی، یعنی تصميم گيری و برنامه ریزی لازم اســت، با 
پدیدة »عدم قطعيت« مواجهيم. عدم قطعيت همه جا هست؛ از 
داشتن باور قبلی كه مطمئناً با تردید همراه و بسيار شخصی است 
تا اخذ نمونه كه غالباً تصادفی است و همچنين انجام استنباط كه 
بر مبنای اطلاعات نمونه انجام می شود. ابزار مواجهه با عدم قطعيت، 
احتمال اســت. به گفتة آماردان بزرگ دنیس لیندلی )2013- 
1923( احتمال درواقع »علم حساب دیفرانسيل عدم قطعيت« 
است. اگر بخواهيم با عدم قطعيت برخورد كنيم و یا به عبارتی آن 

را تحت كنترل درآوریم، باید از حساب احتمالات استفاده كنيم.
در مثال های كوتاه بالا به نقش احتمال در تجزیه  و تحليل 
حوادث پرداختيم. ادبيات غنی موجود در زمينة آمار و احتمال و 
فعاليت های پژوهشی محققان، شامل مقاله ها، كتاب ها و كارگاه ها 
در این زمينه موجب ظهور و توســعة حوزه های متفاوت علمی 
بين رشته ای، مانند آمار حياتی، نظریة بازی ها، هوش مصنوعی، 
یادگيری ماشــين، داده كاوی، ریاضيــات مالی، بيوانفورماتيک، 

یادگيری عميق، پردازش تصویر و ... شده است.
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